Dio teorije
§ 7. Tangentha ravnina i normala

7.1. Definicija

a) Ako u danoj tocki M plohe povucemo na plohi sve moguce krivillje, onda
tangente na te krivulje u tocki M leZe u jednoj ravnini koja se zove tangentna (ili
tangencijalna) ravnina na plohu u toc¢ki M (vidi sl. 43). (Izuzetak su smgularne
to¢ke plohe.) Tangencijalna ravnina odredena je vektorima:

.. dF dx - By - oz . . . ar . ¥x .. 3y -~ dz -
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koji dlra]u u-krivulje i v-krivulje u toc¢ki M.

Vektor tangente krivulje o : /— S na plohi dane prlkazom 7 (t) = ’(u(t) v. (t))
Viel, dan je izrazom: S
8F _ 97 du _3F dv
5t ou dr ' av dr’

Pravac koji prolazi tockom M okomito na.tangentnu ravninu zove se normala na
plohu u to¢ki M. Vektor paralelan normali ima jednadzbu:

N=7Xx#h, odnosno: 2
G202 - 83X - By
N = + j+ :
DRI R IO
Jedini¢ni vektor normale glasi:

k.

o I XF R XF,
|ﬂx5| |7, x 7|

b) Regularne i singularne tocke plo-
he. Singularne tocke koordinatne (para-
metarske) mreZe. Tocke plohe u kojima
egzistira jedna jednozna¢no definirana
tangencijalna ravnina zovu se regularne
toc¢ke plohe i za njih vrijedi uvjet (6) iz §
6, tj.

X F,#0

barem za jednu parametrizaciju.

Sl 43.

Tada vektori 7, i 7, odreduju tangencijalnu ravninu i nisu kolinearni. Zbog toga
§to je uvjet (6) uvijek ispunjen sve tocke plohe jesu regularne. Singularne tocke
plohe su one u kojima nije definirana tangencijalna ravnina i za koje vrijedi:

-

F,XF =0,



za svaku parametrizaciju u kojoj su 7, i 7, definirani, ako takva parametrizacija
uopée postoji.

Singularne tocke koordinatne ili parametarske mreze.

Uslov:
F,XF=0

mozZe izraZavati i singularnost parametarske mreze plohe. Naime, on moZe biti
ispunjen u pojedinim to¢kama plohe a da te tocke ipak ne budu singularne tocke
plohe. Takve tocke zovu se tada singularne tocke parametarske ili koordmatne
mreZe.

Naprimjer polovi kugle ili rotacionog elipsoida su singularne toéke koordi-
natne mreZe, u njima se sastaju svi meridijani. Medutim, navedene plohe imaju i
u tim to¢kama potpuno definiranu jednu jedinu tangencijalnu ravninu (vidi zad.
266. 2°, a zatim zad. 272. i 323).

7.2. Jednadzba tangentne ravnine

Tablica 4.
iﬁzdji‘:ﬂ]g iloilé?x Tangentna ravnina
F(x, 3, 2)=c (SF) (- xo)"’(a ) - yo)+( F) (z-20) =
dx 0
2=1(x, ) 2= 7= Pl = %0) + 4oy = %0
x=x(u, v) X — X - Yo z—2

i )
| | (av)o (5), (35),

«ili:

CICAEI R I 3@, ey
(a(u, v)o) * XO)+(a(u’ v)o)(y y°)+(——_a(u, V)o) (z=2)=0

7 - . o cld a7
Fluv)=x, v) i+ (g_ro).((au) x(a—))=0
+y(u v)j+z(u v)k 0 v /o

ili:




7.3. Jednadzbanormale

Tablica 5.
Zadana‘ploha Normala
X—X Y7o _ Z— 2
e L) (3, (3
ox 0 ay 0 9z 0
- - z—z
z=f(x, y) d x0= Y~ Yo =— 0
Po 9o 1
( ) X — Xy Y=Y Z2—2
x=x(u, v = =
y =y, v) 3y 25) 8z (G_X) (é{) (a_y)
z=2z(u, v) du Jo \ u /), Qu Jo \ du J, dujy \du/,
8y (3= 8z (ﬂ (a_{) (G_Y)
v Jo \ v /, av Jo \ dv /, ov /o \3dv /),
ili
X — X _ Y~ Yo _ Z2— 2
(a(y, z)) (8(2, x)) (a(x, y))
a(u’ V) 0 a(u’ V) 0 a(u’ V) 0
- — > - oF
Fu, v) xfu, v)i+ ) 6=t or » 7
+y(u, v)Yj+z(u, v)k du Jo v /o
ili
G=r+AN,

U tablicama 4. i 5. su x,, yo, 2o i 7, koordinate i radijvektor to¢ke M plohe S, a x,
¥, z 1 ¢ koordinate i radijvektor to¢ke u tangencijalnoj ravnini odnosno normali.
dz 9z

Derivacije se racunaju u tocki M (—5; =p, E = q).

Napomena:

U daljnjem tekstu pojavljivat ¢e se parcijalne derivacije, kao npr.:

Ox 8 8z dx ® 3z ¥ B ¥ ¥F  8F
Qu’ Qdu’ du’ 3dv’ 3dv’ dv’ du’ v’ duP’ - dudv’ v’

i druge.

Te ¢emo parcijalne derivacije ponekad krace obiljeziti ovako:

xm yu’ zu) xV’ yv’ ZV’ rll’ rV’ ruu, ruV) rVV} ldruge'



Izabrani zadaci za vjezbu

(iz lekcije “Tangentna ravan i normala na povrs”)

245. Nadi tangencijalnu ravninu i normalu plohe (helikoida):

246.

x=ucosv, y=usinv, z=av, uveR
u proizvoljnoj to¢ki M plohe.
Vektorska jednadzba zadane plohe glasi:

F=ucosv i+usinv j+avk.

Tada je:

i 7k i j k
or X-a—F = ox ¥y 2 = cos v sin v 0 =
du Qv Qu du du

9x Qy 9z .

3y 3r v —usinv  ucosv a

=gasinv i—acosv j+uk.

Koristimo li vektorsku Jednadzbu tangentne ravnine i normale koja odgovara
zadanoj plohi (vidi tablice 4. i 5) tada je:

tangencijalna ravnina:

asinv(X—ucosv)—acosv(Y—usinv) + u(Z—av) =0, odnosno:
asiny X—acosv Y+u Z—auv=0,

normala:
X—ucosyv Y—usinv Z-av

asinv —acosv u

Na plohi xyz=1 na¢i tangentnu ravninu paralelnu s ravninom
2x+y—-3z+5=0.

Prvi nacin (vektorski):
Zelimo li napisati vektorsku jednadzbu plohe tada ona glasi (vidi zad. 214):

F=xi ]+——k
Ty xy

Moramo naéi to¢ku na plohi (diraliste) u kojoj je tangentna ravnina paralelna
sa zadanom ravninom, tj. u kojoj su pripadni vektori normala paralelni (Nr

iN
T A0 S U
Kako je: "= %x oy L Ay LT xy? ]+




tada mora biti:

. ~ 1
NT( 1 —12—, 1) paralelan s Ng (—3 -, 1).

xy’ xy 37 3
Odavde dobijemo usporedivsi koordinate gornjih vektora:
1 2
Xy 3
1 1
» T

koordinate traZene tocke:

35— 3 3.
3 l/3 2]/3
D_(_.V_4_’ -2 s T)'

JednadZba pripadne tangentne ravnine glasi:

1 1
2y (X=x) + ;;T(Y-Y)+(Z—Z) =0,

odnosno:
%(X—x) + % (Y=y)+xyz(Z—2z) =0,

odnosno u tocki D:

w
-BU)I

2x+y-=3z+6|—=0.

Drugi nadin (skalarni).
Tocku u kojoj postavljamo tangentnu ravninu naci éemo ovako:

a) Ako plohu predo¢imo parametarskim jednadzbama:

1
X: = = —
X, Y=y, xy
tada vektori:

*(a(Y,Z) 3(Z, X) a(X,Y))
"o, y)’ 3y 3y

NR (29 1’ - 3)
moraju biti paralelni (kolinearni).

b) Ako plohu napiSemo pomocu implicitne jednadzbe F(x, y, z) = c:xyz=1,
tada vektori: .

IVT(SF dF 9F

3%’ 3y’ E) =N(yz, xz, xy)



N: (2,1, =3)

moraju biti paralelni (kolinearni). .
Iz uvjeta kolinearnosti tih dvaju vektora dobije se tocka (diraliste), npr.:

Y2 _,, 3ZX) _, 3XY)

- ) - R, - 3k’

3(x, y) 3(x,y) 3(x,y)

odnosno:
1 1
- - 1
0 2y 2y 1 0
=2k =k = —3k

1 ’ 1 ’

BT T 01

odakle se dobiju isti uvjeti za to¢ku D kao na prvi nacin.
247. Zadana je ploha S parametrizacijom:
x=vcosu—¢(u)cosu+ ¢’ (u)sinu
y=vsinu—¢(u)sinu—¢' (u)cosu
2= V2,
uel[—m,m, v=0.

Nadi projekciju duzine normale od to¢ke plohe do to¢ke u kojoj normala
sijee ravninu XOY.
Radimo skalarno, pa racunajmo Jakobijane:

veosu — ¢'sinu—dcosu—¢"cosu+ ¢’'sinu 0

sinu VE

cosu

V2r (=v+o+9").

Na sli¢an nacin je:
d(z,x) sinu
3(w,v) Y2v

o(xy) _ "
_—a(u,v)- v+ ¢+ 9.

JednadZba normale tada glasi:

(—v+o+¢")



248.

249.

250.

251.

252.

X —vcosu+ ¢pcosu—¢'sinu _.Y—vsinu+¢sinu+q>’cosu=

cosu sinu

—-wn(—v+¢+¢ﬁ VTK—V+¢+¢W

_ Z - y2v
T vt o+9"
odnosno krade:

X-x Y-y Z-:z

- =1
—Ccosu smu |/2v

Da bismo nasli probodiste P, normale s ravninom X OY, moramo jednadzbu
normale napisati u parametarskom obliku:

X=x—tcosu

Y=y+tsinu

Z=z— Vz‘ﬁ
i na¢i takav parametar ¢, da bude Z =0.

Tada je z+ }/2v t=0, odnosno }/2v+}/2v t=0, t= — 1, pa su koordinate

to¢ke P; = (x + cosu, y —sinu, 0).

Projekcija to¢ke T na plohi je totka P,=(x, y, 0).

Tada je trazena projekcija duZine normale duZina P, P,, pa je Pl P =
=(x—x—cosu)’+ (y—y+sinu)* =1, dakle P, P,=1.

Na¢i tangentnu ravninu na plohu:

x=u+v, y=u+v’, z=u'+V’, uveR,
u tocki M = (3, 5, 9).
Napisati jednadzbu tangentne ravnine na plohu:
x=2u-v, y=u*+v, z=u'—-1v), uveR,
utotki M=(3, 5, 7).
Napisati jednadZbu tangentne ravnine i normale na plohu:
x=u+v, y=u-—v, z=uv, uveR,
utoki M(u=2,v=1).
Nadéi tangentnu ravninu i normalu u toc¢ki M = (1, 3, 4) plohe:
x=u, y=u*-2v, z=u’-3uv
Zadana je ploha (kruzni stozac S\ {V}):

u,vekR.

7={ucosv, usinv, au}, ueR, ve[0,2mx]
a) napisati jednadZbu tangentne ravnine i normale u proizvoljnoj to¢ki (uo, vo);
b) napisati jednadZbu tangentne ravnine, normale i tangente na krivulju

u=2 u tocki (u=2, ‘v=%).



253.

254.

255.

256.

257.

258.
259.
260.
261.

Zadana je ploha:

F={u+cosv, u—sinv, hu}, u,veR,
i njena tocka M(u=1, v=-g).

s y . .o n
a) napisati jednadZbu normale ravnine i tangente na krivulje u=1, v =5u
tocki M;
T
2’ .
c) pokazati da tangenta u tocki M na krivulju u =sinv jest ujedno i tangenta
na krivulju u =1 u toj istoj tocki.

Na plohi:

b) naéi kut izmedu krivulja u=1, v=

F={ucosv, usinv, 2lnu}, u=0, veR,
zadana je krivulja o : /— R :u = ¢’. Napisati jednadZbu plohe u obliku
F(x, y, z) =c, te pokazati da je u svakoj tocki krivulje tangentna ravnina .

- plohe ujedno i oskulaciona ravnina zadane krivulje.

Kako glase jednadZbe tangentnih ravnina plohe:
F={u, u+v, uz-j%vz}, u,veR,

x—2_y—3_"z—1?
4 3 10

koje prolaze pravcem

Ploha xyz = a* u proizvoljnoj to&ki (xo, Yo, zo)

. . x y z
ima tangentnu ravninu: —+=—+—=3

Xo Yo 2o
X — X —Yo Z— 2 .
=X . Dokazati.
Yo 2o X0 2o XoYo

i normalu:

Naéi vektorsku i skalarnu jednadzbu tangentne ravnine kruznog valjka:
F={Rcosv, Rsinv, u}, ueR, vel0,2mx].

U zadacima od 258. do 260. napisati jednadZbe tangentnih ravnina i normala

sljedecih ploha u danim to¢kama:

z=x+y utotki M=(1, 2, 9).

x>+ y*+ 22 =169 u tocki M = (3, 4, 12).

¥—2y*—322—4=0utotkiM=(3,1, —1).

Napisati jednadzbu tangentne ravnine na pseudosferu:

x=asinu cosv, y=asinusinv,

=a (lntgg- + cos u), u=0, vel0,2x}.



262.

263.

264.

265.

Napisati jednadzbu tangentne ravnine na torus:

x=(1+5cosu)cosv, y=(1+5cosu)sinv

z=>5sinu, . . u, vel0,2n],

u to¢ki M (u, v) za koju je cosu=%,
' cosv—i ( >0 v<£)
=5 (#>0 > )

1z tocke M na plohi:
x=rcosp, y=rsing, z22=-—-r*+f(re?), r ¢peR,

f:R— R realna funkcija, povuéi normalu MN do toc¢ke N, koja je probodiste
normale s ravninom XOY.

Nadéi kut izmedu pravca ON i pravca OP, gdje je P projekcija tocke M na
ravninu XOY.

Dana je ploha S:7= {u, v,karctg%}, u, veR, i krivulja a:R—>S:r=

= {acosu, asinu, g(u)}, k, a>0, g(u) je realna funkcija. Odrediti g (1) tako
da krivulja lezi na danoj plohi, a zatim pokazati da se tangentna ravnina
plohe i oskulaciona ravnina krivulje u svim to¢kama poklapaju.

Dana je ploha S:i’=.{vc0su, vsinu, v ‘/2_}, u,veR.
a) Nadi v kao funkciju od u za one krivulje a:R— S na plohi S kod kojih

. . ]
tangente zatvaraju s osi OZ kut od 1

b) Nadi onu od tih krivulja koja prolazi totkom (1, 0, }/2).



Rjesenja

248. 12x—-9y+2z-9=0. 249. 18x+3y—4z—;4l=0.

250. 3x—y—2z—-4=0, d = =

3 1T

~1 y-3 z-4
251 6x+3y-2z-7=0, =22 _ 2

6 3 i

252, a) axcosvy+aysinvy—z=0;

X — Xy Y=Y
= = —a(z—z);
COS vy Smv,

2 =2 y-)2 -2
b) x+y——2=0; V = Y V = a(z _a) ;
a

1 1 _‘/2

i tangenta na krivulju u = 2:

- -2 V2 0

253. a) na krivulju u=1:

S T
na krivulju v=“2~:

A
== . =Dy HAz—A)=0;

1
‘ Y2+ i
255, x+2y—-z—-7=0.

257. xcosv+ysinv— a=0, F-é(v)—a=0,

b) cos a = 254. X*+y’=e’;  2cosvx+2sinvy— uz—2u(l—Inu)=0.

ako uzmemo: r’=xi+yf+zl€, E(v)=cosvi’+sinvf.

x—1 y—2 z—9
258. 3x+12_y~z—18=0; 3 = =

12 -1
259, 3x+dy+12z-160=0; F o _¥~4 _z712
3 4 12
260. 3x—2y+3z-4=0; 2> _y~1 _z*1
: 3 . 2 3

' u
261. xcosucosv+ycosusinv—zsinu+a1ntg? sinu=0.
262. 12x+9y+20z—140=0.
. . 1 .

263. Koordinate to¢ke N su: x=¢®f(cos¢p —sind), y = 5 e®f(cosd +sind);a =45

264. g(u) = ku; tangentna ravnina:
v

kvX —kuY+ @ +v) Z—k@+v)arctg— =0 i

u

oskulaciona ravnina: ksinuX —kcosuY+aZ—kau=0
u zajedni¢kim tockama, tj. za n =acosu, v =asinu se poklapaju.

265. a) v=¢€*"; F={e*"cosu, e sinu, Vze*"}.





